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Oder wie man mit Zufallszahlen rechnen kann
Monte Carlo in Bielefeld



• Monte Carlo Rechnungen 
- Was ist das? 

• Der Bielefelder Supercomputer 
- Was ist das besondere? 

• Materie unter extremen 
Bedingungen 
- Experimente am Teilchenbeschleuniger 
- Simulationen in Bielefeld
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Informatik 
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- Phasenübergänge
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Monte Carlo Rechnungen — die Idee

• Idee von Stanislav Ulam ~ 1946 
- Sein Problem: Was ist die Wahrscheinlich-

keit     ein Solitaire-Spiel mit 52 Karten zu 
gewinnen?  

- Seine Lösung: Ein Computer spielt eine 
große Anzahl von “zufälligen” Spielen. 
Danach zähle man einfach die Anzahl der 
erfolgreichen Spiele 

-  Methode: Wandele eine schweres/
unlösbares analytisches Problem in ein 
Zufallsexperiment um. 

• Frühe Pioniere der MC Methode: 
- Stanislav Ulam, John von Neumann, 

Nicholas Metropolis 

Der MANIAC I (Mathematical Analyzer Numerical Integrator And 
Computer Model I) in Los Alamos, 1953
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Metropolis Algorithmus
• Grundlegende Veröffentlichung: 

- N. Metropolis, A. Rosenbluth, M. Rosenbluth, A. Teller und E. Teller: 
Equation of State Calculations by Fast Computing Machines. In: Journal 
of Chemical Physics. Band 21, 1953, S. 1087–1092, doi:10.1063/1.1699114.

https://de.wikipedia.org/wiki/Nicholas_Metropolis
https://de.wikipedia.org/wiki/Arianna_W._Rosenbluth
https://de.wikipedia.org/wiki/Marshall_Rosenbluth
https://de.wikipedia.org/wiki/Edward_Teller
https://de.wikipedia.org/wiki/Digital_Object_Identifier
https://doi.org/10.1063/1.1699114


Monte Carlo Rechnungen — Anwendungen

• Unzählige Anwendungen in der Physik, 
Biologie, Chemie, Informatik, 
Ingenieurwissenschaften,  
Betriebswirtschaftslehre, Soziologie, …

• Anwendungen in der Mathematik: 
- Integrale (Flächen und Volumen) 
- Simulation und Optimierung (Extremwerte) 
- Inverse Probleme

• Genereller Ablauf 
1. Definition eines Zustandsraumes 
2. Ziehen mehrere Zustände mit bekannter Verteilung 
3. Mathematische Operation auf dem Zuständen 
4. Mittelung über die Ergebnisse
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Monte Carlo Rechnungen — Zufallszahlen

• Echte Zufallszahlen  
- Auf dem Computer nicht vorhanden 
- Benötige spezielles Gerät, z.B. durch radioaktive 

Zerfälle, ein verrauschtes Signal, … 
- Nicht reproduzierbar

• Pseudo-Zufallszahlen  
- Leicht auf dem Computer zu erzeugen 
- Deterministisch, d.h. reproduzierbar 
- Nachteil: mehr oder weniger korreliert

• Linearer Kongruenzgenerator: 

- Schnell und einfach 
- Güte der Zufallszahlen ist abhängig von 

den Parametern
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xn = (a · xn�1 + b) mod m

• Weitere Generatoren 
- Verzögerter Kongruenzgenerator, Nicht-linearer 

Kongruenzgenerator, Xorshift, Mersenne Twister, …
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Monte Carlo Rechnungen — Beispiel 1

• Vervollständigen  Sie das Notebook “MonteCarlo1.ipynb”



Monte Carlo Rechnungen — Fehlerabschätzung

• Monte Carlo Rechnungen erzielen 
immer ein Ergebnis, die Kunst ist es 
den Fehler richtig abzuschätzen  

- Für Präzisionsrechnungen braucht man eine 
sehr hohe Statistik 

- D.h. man braucht auch einen sehr guten 
Pseudo-Zufallszahlengenerator 

- Der Fehler fällt nur langsam ab (wie             )
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• Grundlagen der Statistik  
- Mittelwert 

<latexit sha1_base64="r5JoVak6kq0x9+ZN7q8481FIMYA="></latexit>

hXi =
1

N

NX

i=1

Xi

<latexit sha1_base64="LgNqIhDdwdnaf2fQAKeIydBKSgY="></latexit>

std(X) =

sPN
i=1(Xi � hXi)2

N � 1

- Standardabweichung



Monte Carlo Rechnungen — Beispiel 2

• N geladene Teilchen auf einer Scheibe 
- Die gesamt Energie soll minimiert werden 
- Man states mit N zufälligen Positionen  
- Die Position eines jeden Teilchens wird 

nacheinander zufällig variiert, danach wird 
geschaut ob sich die Energie verringert hat  

- Bei Verringerung der Energie wird die neue 
Position angenommen  

- Dies ist bereits eine Vorstufe des berühmten 
Metropolis-Algorithmus 

Nahe optimal

Zufällig 

• Energie im E-Feld: 
- Summe der inversen Abstände 
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Der Bielefelder Supercomputer — Ein Cluster 

• 28 “Knoten” 
- Jeweils 2 CPU’s (Intel) 
- Jeweils 8 GPU’s (Nvidia) 
- 384 GB RAM

• Dateisystem 
- Paralleles Dateisystem 

(BeeGFS verteilt auf 4 Server) 
- 4 PB Plattenspeicher 
- 384 GB RAM

• Netzwerk 
- High Speed Infiniband EDR 
- Modular Gibabit Network

14x19’’ Racks

• Performance 
- CPU’s: total 56 - 560 cores - 19 Flops 
- GPU’s (single) - 1146880 cores - 3.5 PFlops 
- GPU’s (double) - 573440 cores - 1.75 PFlops



Der Bielefelder Supercomputer — GPU’s 

• GPU’s sind kleine 
Parallelrechner 

- Entwicklung getrieben durch 
den Markt für Computer-Spiele 

- Unabhängige Recheneinheiten 
“Shader” berechnen die Pixel 
einer Szene in Echtzeit  

- In der Nvidia V100 gibt es 5120 
“Shader” (Cores)

• Programmierung 
von GPU’s  

- Das Programmieren von 
parallelen Programmen ist 
generell schwieriger 

- Zur Optimierung der 
Programme auf der GPU 
muss man die Hardware 
gut kennen 

- Die Anbindung der GPU’s 
über den PCI-Express-
Buss stellt meist einen 
“Flaschenhals” für die 
Performance dar.  

CPU1 CPU2

IOH IOH

DDR3DDR3

G
PU

1

G
PU

1

G
PU

1

G
PU

1

G
PU

1

G
PU

1

G
PU

1

G
PU

1

<latexit sha1_base64="Mc0YDRoiGJZZBjsH/k8ND1BxCgY="></latexit>

⇠ 50 GB/s

<latexit sha1_base64="Qc+3bjayTYCJ+n6TtBPJLfKcCwY="></latexit>

⇠ 16 GB/s
PCIe x16



Der Bielefelder Supercomputer — Vergleich mit der Top500 

• Zweimal im Jahr wird auf der ISC 
die Top 500 Liste veröffentlicht 

- Dazu muss ein Benchmark Programm 
auf dem System laufen und die 
Performance in TFlop/s messen  

- Deutschlands schnellster Rechner ist 
Juwels-Booster in Juelich auf Platz 8 

- Der Bielefelder Rechner wäre ungefähr 
auf Platz 200 - 230

• www.top500.org

http://www.top500.org


Mote Carlo in parallel

• Monte Carlo Rechnungen kann man oft parallelisieren

• Beispiel 1 - Flächenberechnung 
- Es können beliebig viele Punkte gleichzeitig 

gezogen werden, alle Rechnungen sind 
unabhängig voneinander  

- Das Summieren (Zählen) am Ende ist ein Problem 
auf Parallelrechnern (reduction) die Performance 
steigert sich nur logarithmisch

• Beispiel 2 - Simulation 
- In Vielen Systemen treten nur nächste-

Nachbar Wechselwirkungen auf, dann kann 
man mehrere Teilchen gleichzeitig ‘updaten’. 

- Elektro-Magnetische Wechselwirkungen sind 
langreqichweitig, parallelisieren im 
MonteCarlo ist schwierig. 

Beispiel einer parallelen Reduction Beispiel Modell für Magnetismus  

Recent results on QCD thermodynamics

Chiral symmetry and 
universal critical behavior

Confinement/Deconfinement



Materie unter Extremen Bedingungen 

QCD: Quantenchromodynamik

- starke Wechselwirkung 
(Gluonen)

- Elektro-Magnetismus 
(Photonen)

- schwache 
Wechselwirkung 
(W,Z-Bosonen)

- Gravitation 
(Gravitonen?)
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Anti-Quarks Gluonen

• Wechselwirkung von Materie und Strahlung: 4 Fundamentale Naturkräfte



Materie unter Extremen Bedingungen 

• Bausteine der Materie

- Moleküle 
(z.B. H2O) 

- Atome 
(z.B. 16O) 

- Kerne - Hadronen 
(z.B. p,n)

- Elektronen

- Quarks

 ∼ 3 ⋅ 10−10 m = 3Å  ∼ 10−10 m = 1Å
∼ 10−14 m

∼ 10−15 m

< 10−16 m

< 10−16 m

Chemie

Atom- und Molekülphysik

Kern- und Hadronenphysik

Elementarteilchenphysik

Dominiert durch Elektro-Magnetismus

Dominiert durch starke Wechselwirkung



Materie unter Extremen Bedingungen - Eigenschaften der QCD 

• Wir beobachten im Alltag keine feien 
quarks oder Gluonen 

- Man findet Quarks immer nur in Hadronen 
- Die QCD sagt Art und Masse der Hadronen 

voraus

Hadronen

Baryonen Mesonen

- Baryonen bestehen 
as 3 Quarks (unter-
schiedlicher Farbe)

- Mesonen bestehen 
aus Quark und Anti-
Quark

- Der Flavor-Inhalt bestimmte alle weiteren 
Eigenschaften

- Beispiele: 
p, n, Δ, Σ, Ξ, Ω, …

- Beispiele: 
π, η, ρ, ω, …

Te
m

pe
ra

tu
r 

   
[G

eV
] kritischer 

Endpunkt

Hadrongas

Kerne Neutronensterne

0

Vakuum

Quark-Gluon-Plasma
~0.15

Dichte

• Schmelzende Hadronen 
- Bei hohen Temperaturen oder Dichten sollten 

Quark als frei Teilchen zu beobachten sein 
- Man vermutet das folgende Phasendiagramm

Teilchen-Zoo

QCD



Materie unter Extremen Bedingungen - Phasenübergänge 

• Phasenübergänge sind sehr interessant 
- Sie sind nur in makroskopischen System mit 

sehr vielen Teilchen/Hadronen/Atomen/
Molekülen zu beobachten  

- Man unterscheidet zwischen verschiedenen 
“Ordnungen” von Phasenübergängen

D
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Temperatur [C]
0 100 374

1

221

Festkörper
(Eis)

Flüssigkeit

Gas
(Dampf)

kritischer 
EndpunktWasser

• Phasenübergang 1. Ordnung 
- z.B. das schmelzen von Wasser 
- Der Übergang ist abrupt 
- Am Übergang entsteht eine gemischte Phase

• Phasenübergang 2. Ordnung 
- Kritische Phänomene, wie z.B. kritische 

Opaleszens 
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 Critical Opalescence

• Kein echter 
Phasenübergang: 
“Crossover” 

- z. B. das Schmelzen 
von Butter



Materie unter Extremen Bedingungen - Experimente 

• “Experimente” am Computer 
- Simulation der zeitlichen Entwicklung 

(Ausdehnung und Abkühlung) eines Tropfens 
Plasmas, z.B. mittels Hydrodynamik 

- Berechnung thermodynamischer 
Erwartungwerte mit Hilfe von Monte Carlo 
Rechnungen 

• Experimente am Teilchenbeschleuniger 
- Der ALICE - Detektor am Large Hadron Collider (LHC) 

in Genf ist für Messungen von Kern-Kern Stößen 
konzipiert.  

- Durch Kern-Kern Stöße mit sehr hohen Energien 
werden keinen Tröpfchen von Quark-Gluon-Plasma 
erzeugt 

- Man beobachtet was aus dem Tropfen entsteht, wenn 
er abkühlt in in Hadronen zerfällt.  

- Auch am Relativistic Heavy Ion Collider (RHIC) 
erforscht man das QGP 



FAIR@GSI
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Kernmaterie

Materie unter Extremen Bedingungen - Experimente 

• Das frühe Universum  
- Der QCD Übergang wird nur ein paar micro 

Sekunden nach dem Urknall passiert  
- Wahrscheinlich bei sehr kleiner 

Baryonendichte

• Scan des Phasendiagramms  
- Durch Variation der Kollisionsenergie kann 

man Temperatur und dichte des Plasmas 
verändern 

Dichte



Materie unter Extremen Bedingungen - Resultate Freeze-out data vs. lattice QCD
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⌃ 0.015(4) -0.001(3) 0.018(3) 0.001(3) 0.027(4) 0.004(5) 0.023(3) 0.004(4) 0.012(2) 0.000(2)
� 0.016(5) 0.002(6) 0.015(4) 0.007(5) 0.031(4) 0.011(9) 0.028(3) 0.006(6) 0.012(3) 0.000(4)
Average 0.016(6) 0.001(7) 0.017(5) 0.004(6) 0.029(6) 0.008(1) 0.026(4) 0.005(7) 0.012(4) 0.000(4)

Table 1: Continuum-extrapolated values of second- (X
2 ) and fourth-order (X

4 ) Taylor coe�cients, defined in Eq. (8), of pseudo-critical
temperature Tc(µX=B,Q,S,I) obtained from the chiral order parameter ⌃(T, µX) and the disconnected chiral susceptibility �(T, µX). Also

listed are the continuum-extrapolated values of B,f
2 and B,f

4 for thermal conditions resembling the freeze-out stage of relativistic heavy-ion
collisions, i.e., µQ(T, µB) and µS(T, µB) fixed by strangeness-neutrality and isospin-imbalance of the colliding heavy-ions. The last row is
obtained from unweighted average of the first two rows.

expressions for s1,3(T ) and q1,3(T ) were obtained in terms
of the Taylor coe�cients of the pressure. Explicit expres-
sions for s1,3(T ) and q1,3(T ) can be found in Ref. [24]. By
Taylor expanding ⌃(T, µB , µQ, µS) (�(T, µB , µQ, µS)) in

powers of µi
Bµ

j
Qµ

k
S (i + j + k  4) and by using the ex-

pansions for µQ,S(T, µB), we obtained the expansions for
⌃(T, µB) (�(T, µB)) up to O(µ4

B). As before, by invoking

Eq. (9), expressions were obtained for B,f
2,4 .

Continuum-extrapolated results for B,f
2 and 

B,f
4 are

given in Tab. 1. 
B,f
2 came out to be same as B

2 and 
S
2

within errors, and 
B,f
4 was found to be consistent with

zero. On our N⌧=8 lattices, where we analyzed half a
million gauge configurations at all T , we also computed
µ
6
B corrections to the chiral observables. The order-by-

order µB corrections to � are shown in Fig. 3 (top-right)
at µB=300 MeV and for nS = 0, nQ = 0.4nB . In the
vicinity of T f

c (µB), di↵erence between µ
4
B and µ

2
B correc-

tions are clearly significant; but µ6
B and µ

4
B corrections are

consistent within our errors. This shows that up to µ
4
B the

expansion of T f
c (µB) is controlled till µB . 2Tc(0). The

phase boundary of QCD for nS = 0, nQ = 0.4nB is shown
in Fig. 4; also shown are the chemical freeze-out points
extracted from heavy-ion collision experiments at various
collision energies [5, 34], the line of constant energy density
✏(T, µB) = ✏(Tc(0), 0) = 0.42(6) GeV/fm3 [24], and the
line of constant entropy density s(T, µB) = s(Tc(0), 0) =
3.7(5) fm�3 [24].

5. Discussions and summary

The value of Tc(0) reported in this work compares quite
well with the previous results from the HotQCD collab-
orations [6, 17], but the present result is about 6 times
more accurate than the previous continuum-extrapolated
result [6]. Compared to that of Ref. [6], use of 100-500
times more gauge configurations for N⌧ = 6, 8, 12 in the
present study resulted in the 6 times more accurate de-
termination of the continuum-extrapolated Tc(0). Our
present value of Tc(0) also is compatible with the chiral
pseudo-critical temperatures reported by other groups [35,
36]. It is pertinent to note that all our calculations were
carried out within a finite-size box of about 5 fm3 in the
vicinity of Tc(0); finite-size corrections might increase the
value of Tc(0) by an amount commensurate to our present
error on that quantity [37]. B

2 determined in the present

work is about a factor 2 larger than that reported previ-
ously in Ref. [38]. Our present value of B

2 also is about
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Figure 4: The phase boundary of 2 + 1 flavor QCD, with the con-
straints nS = 0 and nQ = 0.4nB , is compared with the line of

constant energy density ✏ = 0.42(6) GeV/fm3 and the line of con-
stant entropy density s = 3.7(5) fm�3 [24] in the T -µB plane. Also,
shown are the chemical freeze-out parameters extracted from grand
canonical ensemble based fits to hadron yields within 0-10% central-
ity class for the ALICE [5] experiment and 0-5% centrality class for
the STAR [34] experiment.

a factor 2 larger than the 
B
2 estimated using the curva-

ture of the chiral critical temperature along the light quark
chemical potential directions [19], but is consistent, within
errors, with the same reported in Ref. [39]. In contrast
to Ref. [19], Ref. [39] used the much improved HISQ dis-
cretization. This clearly suggests that the discrepancy be-
tween the present result and that estimated from Ref. [19]
arises mostly due to the use of improved HISQ discretiza-
tion in the present study. On the other hand, B

2 reported
in this work is, within errors, compatible with those ob-
tained in more recent works of Refs. [36, 40–42], obtained
from analytic continuations from purely imaginary µB . It
is also similar with that obtained in Ref. [22] from Tay-
lor expansion of chiral order parameter for µB > 0, µQ=0
and µS=µB/3, in contrast to our choice of µB > 0 and
µQ=µS=0. Our value of 

B,f
2 is quite similar to that

reported in Ref. [43], determined from analytic contin-
uations from purely imaginary µ. Moreover, the phase
boundary in the T -µI plane that can be obtained using our

I
2,4 is quite similar to that determined in Ref. [44] from

lattice QCD computations performed directly at µI > 0,
µB=µS=0.

6

Established Method to extract freeze-
out parameter from HIC experiments 
uses hadronic yields and fits to a 
statistical (HRG) model. 
➡ Find good agreement with the 

chiral crossover line from QCD 
➡ Model dependent analysis 
➡ No phase transition in the HRG

Higher oder cumulants of conserved charge fluctuations are the ideal probes to study the 
freeze-out and chiral crossover line. 
➡ Can be calculated in (lattice) QCD 
➡ Show well defined divergencies close to the critical end-point and extrema at the 

chiral crossover

Goal: Provide QCD predictions for cumulant ratios (                                  ) of conserved 
charge fluctuations as net baryon-number (B), net electric charge (Q), net strangeness (S).             

M/�2, S�, �2, . . .
<latexit sha1_base64="FIJ2HvCGgvi3u9XMs1n3zfYAAr4="></latexit>

• Übergangstemperatur 
-  MeV  K 

 K 
- Zum Vergleich der Kern der 

Sonne hat eine Temperatur von  
 K  

Tc ≈ 156 ≈ 1,8 ⋅ 1012

= 1.800.000.000.000

T⊙ = 15 ⋅ 106

• Kritischer Punkt 
- Leider noch nicht gefunden 

Vielen Dank für Eure Aufmerksamkeit! 

Fragen? 


